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ΕΞΕΤΑΣΗ ΣΤΗΝ ΠΡΩΤΗ ΘΕΜΑΤΙΚΗ ΕΝΟΤΗΤΑ  
«Γνωστικό Αντικείµενο» 
ΘΕΜΑΤΑ ΑΝΑΠΤΥΞΗΣ 

Να απαντήσετε στα επόµενα τέσσερα (4) ισοδύναµα ερωτήµατα 
ΕΡΩΤΗΜΑ 1ο : 
α)   Να αποδείξετε ότι αν η συνάρτηση  είναι συνεχής, τότε υπάρχει  f :[α,β]→

      ξ  έτσι ώστε [α,β]∈
β

α
f (x)dx f (ξ)(β α)= −∫  

 
β)   ∆ίνεται η συνεχής συνάρτηση 10f : µε f (2) 3−→ = . Να δείξετε ότι υπάρχει   
      θετικός  αριθµός  α  τέτοιος ώστε για κάθε x (2 α, 2 α)∈ − +  η f (  είναι θετική. x)
 
γ)   Να βρεθούν οι τιµές του  έτσι ώστε η εξίσωση  m∈ 4 2x (3m 2)x m 02− + + =   
      να έχει  4  πραγµατικές ρίζες οι οποίες να αποτελούν αριθµητική πρόοδο. 
 
ΕΡΩΤΗΜΑ 2ο
 
α)  Να διατυπώσετε και να αποδείξετε τον τύπο της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες  
      ( παραγοντική ολοκλήρωση) στο κλειστό διάστηµα [α, β] . 
 
β)   Στο διπλανό σχήµα οι Α∆  και ΒΓ είναι  
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      κάθετες στην ΑΒ  και , AB 3= ΑΓ 4= ,  
       . Να βρεθεί η απόσταση του  σηµείου  Β∆ 5=
      Ε από  την ευθεία ΑΒ.  
   

 
 
 
 
 
 

γ)  Αποδείξετε ότι ο αριθµός 2  είναι άρρητος. 
 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
1α . 
Αν m, M είναι η ελάχιστη και η µέγιστη τιµή της f στο διάστηµα [α, β], τότε για κάθε  
x [α,β]∈  ισχύει m f (x) M≤ ≤  οπότε: 

   ∫ ∫  ή  β β β

α α α
mdx f (x)dx f (x)d≤ ≤ x∫

β

α
m(β α) f (x)dx M(β α)− ≤ ≤ −∫ α β< ,  

ή β

α

1m f (x)dx
β α

≤ ≤
− ∫ M   (1) . 

Αν m  τότε M=
β

ε µα

1 f (x)dx f (x ) f (x )
β α

= =
− ∫ , (όπου ε µf (x ) m, f (x ) M= =  ) 

οπότε   ε µξ x ή ξ x= =

Αν m  τότε επειδή η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο [α, β] από την (1) και το  M≠
θεώρηµα ενδιάµεσης τιµής προκύπτει ότι υπάρχει ξ [α,β]∈  τέτοιο ώστε  
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                            β

α

1f (ξ) f (x)
β α

=
− ∫

β

α
f (x)dx f (ξ)(β α)dx  ή . = −∫

 
Σχόλια – Παρατηρήσεις  
Μία δεύτερη απόδειξη του θεωρήµατος µέσης τιµής του ολοκληρωτικού λογισµού  
αναφέρεται στο βιβλίο του Ο.Ε.∆.Β. που διδάσκεται τώρα στα σχολεία. 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ Γ΄ ΤΑΞΗ ΕΝΙΑΙΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ,  
( § 3.6   σελίδα  340), µε τη διαφορά ότι  ξ (α,β)∈ . 
Η απόδειξη που αναφέρουµε είναι σύµφωνα µε αυτή που υπάρχει στο προηγούµενο 
σχολικό βιβλίο του Ο.Ε.∆.Β.  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ  ΑΝΑΛΥΣΗ, 
σελίδα 242, ( Κατσαργύρης Βασίλειος,  Μεντής Κωνσταντίνος , Παντελίδης 
Γεώργιος, Σουρλάς Κωνσταντίνος ). 
Παρατήρηση:  
Κατά την απόδειξη του θεωρήµατος µέσης τιµής ολοκληρωτικού λογισµού, αναφέρε-
ται ότι σύµφωνα µε το θεώρηµα ενδιάµεσης τιµής, υπάρχει ξ [α,β]∈  στην απόδειξη 
του θεωρήµατος ενδιάµεσης τιµής, (§ 3.4 σελίδα 88),  αναφέρεται ότι . ξ (α,β)∈
(Ελπίζουµε να δοθούν στους διορθωτές οδηγίες για επιείκεια στο σηµείο αυτό). 
 
1β. 
Η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο 0x 2=  οπότε σύµφωνα µε τον ορισµό της συνέχει-
ας σε σηµείο έχουµε: 
Για κάθε  υπάρχει α , που εξαρτάται από το  ε  τέτοιο ώστε  ε 0> 0>
για κάθε x  µε  | x 2 | α x (2 α, 2 α)− < ⇔ ∈ − + , να ισχύει | f (x) f (2) | ε− <   (1) 

10 10 10(1) ε f (x) 3 ε 3 ε f (x) 3 ε− − −⇔ − < − < ⇔ − < < +  
Θέλουµε να είναι  οπότε αρκεί να επιλέξουµε κατάλληλα το  ε  ώστε 
να είναι . 

10f (x) 3 ε 0−> − ≥
10ε 3−≤

 
1γ. 

Θεωρούµε τη συνάρτηση  

1ρ 4ρ2ρ 3ρ

2m

x

y

O

4 2 2f (x) x (3m 2)x m= − + + x,m, ∈

4ρ

. 
Η συνάρτηση f είναι άρτια και  εξίσωση η  
έχει 4 πραγµατικές ρίζες  ρ ρ ρ

f (x) 0=

1 2 3< < <  που είναι 
διαδοχικοί όροι αριθµητικής προόδου µε διαφορά  
ω 2t, t 0= >  
Η γραφική παράσταση της f φαίνεται στο διπλανό 
σχήµα. Θέτουµε : 

1ρ 3t= − , ρ2 , 3ρ t= , ρ4  t= − 3t=
4 2 2

3

4 2 2

)

4

f (ρ ) 0 t (3m 2)t m 0 ,(1
f (ρ ) 0 81t (3m 2)9t m 0

= ⎧ − + + =⎧ ⎪⇔⎨ ⎨= − + + =⎪⎩ ⎩

4 2 2

4 2 2

81t 81(3m 2)t 81m 0 , (2)
81t 9(3m 2)t m 0 , (3)
⎧− + + − =⎪
⎨

− + + =⎪⎩
 ⇔  

Προσθέτουµε κατά µέλη τις εξισώσεις  (2), (3) και βρίσκουµε ότι: 
2

2 10mt
9(3m 2)

=
+

, (4) .  Από (1) και (4) προκύπτει ότι: 

                               2 2 6(10m) (9m 6) m 6, ή m
19

= + ⇔ = = −  
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2 α 
Έστω οι συναρτήσεις  f, g µε συνεχείς παραγώγους στο διάστηµα [α, β]. Τότε ισχύει: 
                         [ ]β ββ

αα α
f (x) g (x)dx f (x) g(x) f (x) g(x)dx′ ′⋅ = ⋅ − ⋅∫ ∫

Απόδειξη 
Θεωρούµε τον κανόνα παραγώγισης  

                                  [ ]f (x) g(x) f (x) g(x) f (x) g (x)′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅  
και ολοκληρώνουµε τα δύο µέλη της ισότητας. 

                                   [ ] [β β

α α
f (x) g(x) dx f (x) g(x) f (x) g (x) dx′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅∫ ∫ ]

                              [ ] β ββ

α α α
f (x) g(x) f (x) g(x)dx f (x) g (x)dx′ ′⇒ ⋅ = ⋅ + ⋅∫ ∫

                             . [ ]β ββ

αα α
f (x) g (x)dx f (x) g(x) f (x) g(x)dx′ ′⇒ ⋅ = ⋅ − ⋅∫ ∫

 
2 β. 
Προσαρµόζουµε το σχήµα σε ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων όπως φαίνεται 
στο παρακάτω σχήµα.  

Είναι ΒΓ 7 και Α∆ 4= =  οπότε: 

Α(0,0)

∆(0,4)

Ε

3

( )Γ 3, 7

Β(3,0)

4

5

x

y
( )Α(0,0), Β(3,0), Γ 3, 7 , ∆(0,4) . 

Οι εξισώσεις των ευθειών ΑΓ και Β∆ είναι 
7 4ΑΓ : y x και Β∆ : y x 4

3 3
= = − +  

Η λύση του συστήµατος των δύο ευθειών είναι 

( )4 4 7 16 7 28(x, y) ,
3 9

⎛ ⎞− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και εκφράζει τις 

συντεταγµένες του σηµείου Ε. 

Άρα 16 7 28d(   Ε, ΑΒ) | y |
9
−

= =

2 γ 
(Βλέπε ΑΛΓΕΒΡΑ Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ  Ο.Ε.∆.Β. ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο    
ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜΑ   σελίδα 57). 
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Text Box
ΕΡΩΤΗΜΑ 3ο1. Σωστή απάντηση : δ 2. Σωστή απάντηση : ( Κάθε απάντηση θεωρήθηκε σωστή) 3. Σωστή απάντηση : β 4. Σωστή απάντηση : δ 5. Σωστή απάντηση : α 6. Το ερώτημα αποσύρθηκε κατά τη βαθμολόγηση ΕΡΩΤΗΜΑ 4ο7. Σωστή απάντηση : β 8. Σωστή απάντηση : δ 9. Σωστή απάντηση : δ 10. Σωστή απάντηση : β 11. Σωστή απάντηση : γ 12. Σωστή απάντηση : β 




